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TD M1 – Algèbre

Série 5 – Produit tensoriel

Exercice 1

Soient n et m des entiers positifs. On se propose d’étudier le produit tensoriel

T = A⊗B, A = Z /nZ , B = Z /mZ .

1. Montrer que
I = {λ ∈ Z : λ(a⊗ b) = 0,∀a ∈ A,∀b ∈ B}

est un idéal de Z .
2. Montrer que n ∈ I et m ∈ I. En déduire que I = qZ , où q divise n et m.
3. Soit q un diviseur de n et m. Vérifier que

φq : Z /nZ × Z /mZ → Z /qZ
(a+ nZ , b+mZ ) 7→ ab+ qZ

définit une application bilinéaire de A×B dans Z /qZ .
4. Montrer que A⊗B ' Z /pZ , où p est le plus grand diviseur commun de n et m.

Indication: Utiliser la propriété universelle et l’application bilinéaire φp pour con-
struire l’isomorphisme cherché.

Exercice 2

On se donne deux entiers n,m > 2.

1. Montrer que Z ⊗ Z /nZ ' Z /nZ .
2. Montrer que nZ ⊗ Z /nZ = {0}.
3. Montrer que nZ ⊗ Z /mZ est un sous-module de Z /mZ . A l’aide de l’application

bilinéaire
φ : nZ × Z /mZ → Z /mZ

(na, b+mZ ) 7→ nab+mZ ,

établir les relations

nZ ⊗ Z /mZ ' pZ /mZ ' Z /(m/p)Z

où p est le plus grand diviseur commun de n et m.


