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Martingales et calcul stochastique
Examen du 17 janvier 2012

Durée: 2 heures

Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction.

Les documents et les calculatrices sont autorisés.

Les points sont donnés a titre indicatif.

Les deux problemes sont indépendants. La plupart des questions peuvent étre traitées de
maniere indépendante.

Probléme 1 : La loi de I’arcsinus (10 points)

Soit {Bt}+>0 un mouvement Brownien standard dans R. On considére le processus

1

t
Xt:t/01{35>0}d$, t>0.

Le but de ce probleme est de démontrer la lot de [’arcsinus :
2
IP’{X,; <u} :—Arcsin(\/ﬁ) ) 0<u<l. (1)
T

1. Que représente la variable X;?
2. Montrer que X; est égal en loi a X7 pour tout ¢ > 0.
3. On fixe A > 0. Pour t > 0 et x € R, on définit la fonction

v(t,x) =E (e*Afot N+ Bs>0} dS)

et sa transformée de Laplace

gp(x) = / v(t,z)e Ptdt, p>0.
0

Montrer que

4. Calculer %(t, x) a laide de la formule de Feynman-Kac.

5. Calculer g,’o’ (). En déduire que g,(z) satisfait une équation différentielle ordinaire
linéaire du second ordre a coefficients constants par morceaux. Montrer que sa solution
générale s’écrit

gp(ﬂj) = Ay + B e +Cpe
avec des constantes A4, By, Cy, v+ dépendant du signe de .
6. Déterminer les constantes en utilisant le fait que g, doit étre bornée, continue en 0, et

que g, doit étre continue en 0. En conclure que g,(0) = 1//p(A + p).
7. Démontrer (1) en utilisant 'identité

1 _i(_)\)nl/lxndx
1+ A TJo Jr(1l—z)

n=0

Suite au verso



Probléeme 2 : La loi du logarithme itéré (10 points)

Soit {X;,}n>1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d., centrées, de variance 1. On
suppose que la fonction génératrice

v(\) =E (X)
est finie pour tout A € R. Soit
n
Sn=>_ Xi.
i=1
Le but de ce probleme est de montrer que presque stirement

lim supL <1. (2)
n—oo +/2nlog(logn)

Dans la suite, on pose h(t) = /2tlog(logt) pour t > 1.

1. Montrer que 1(A) = 1+ A% 4+ 0(A?).
2. Montrer que Y;, = e’ /h(\)™ est une martingale.
3. Montrer que pour tout N > 1 et tout a > 0,

1 A
IP’{EIngN:Sn>a—|—nOgi<}()}<e_)‘a.

4. On fixe t, > 1. Pour tout k£ > 1, on pose

h(t*) a logi(Ar)
il
o TR

(6%
ag = Eh(tk) ; Ap =

Montrer que

P {Eln eJtk t+ . 8, > h(n)ck} < (klogt)™@.

5. Montrer que presque siirement,

Sn k jk+1
< =1.
P{h(n)\ckVne]t,t |,k — o0 1

6. En utilisant le point 1., montrer que

avec limg_,oo (k) = 0.
7. Démontrer (2).



