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Probabilités et statistiques

Corrigé de l’examen du 10 mai 2012

Problème 1

1. La première marginale est donnée par

f1(x) =

∫ 1

0
f(x, y) dy = C

∫ x
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1]0,1[(x) = 2C1]0,1[(x) .

C’est la densité de la loi uniforme sur ]0, 1[, à condition que C = 1/2. La seconde
marginale est donnée par

f2(y) =

∫ 1

0
f(x, y) dx =

(
1
√
y
− 1

)
1]0,1[(y) .

2. On trouve E (X) = 1/2, E (Y ) = 1/6 et

E (XY ) =

∫
R 2
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d’où cov(X,Y ) = E (XY )− E (X)E (Y ) = 1/36.

Problème 2

1. Y admet la densité fY (y) = λ e−λy 1{y>0}, donc

LY (u) =

∫ ∞
0

e−uy λ e−λy dy =
λ

λ+ u
.

2. (a) f(x, y) = fX(x)λ e−λy 1{y>0}.

(b) On a

P
{
Y > X

}
=

∫ ∞
0

∫ ∞
x

f(x, y) dy dx =

∫ ∞
0

fX(x) e−λx dx = E
(
e−λX

)
.

3. Le résultat précédent montre que

P
{
Y > X1 + · · ·+Xn

}
= E

(
e−λ(X1+···+Xn)

)
,

et l’indépendance implique

E
(
e−λ(X1+···+Xn)

)
= E

(
e−λX1

)
. . .E

(
e−λXn

)
.

Or le résultat précédent montre aussi que E (e−λXk) = P {Y > Xk} pour chaque k.

4. (a) Les événements {M = X1}, . . . , {M = Xn} ont tous la même probabilité, et
comme les Xi ont une densité, leurs intersections ont une probabilité nulle. De
plus comme M ∈ {X1, . . . , Xn}, leur réunion est Ω. Par la loi des probabilités
totales,

P
{

2M > X1 + · · ·+Xn

}
=

n∑
k=1

P
{
M = Xk, 2M > X1 + · · ·+Xn

}
= nP

{
M = X1, X1 > X2 + · · ·+Xn

}
= nP

{
X1 > X2 + · · ·+Xn

}
.



(b) i. Par les points 1. et 2.(b), P {X1 > X2} = LX(λ) = λ/(2λ) = 1/2.

ii. Par les points 4.(a) et 3.,

P
{

2M > X1 + · · ·+Xn

}
= nP

{
X1 > X2

}n−1
=

n

2n−1
.

Problème 3

1. X1 admet la densité fX(x) = λ e−λx 1{x>0}. Comme X1 = g(Y ) où g(y) = log y, le
théorème de changement de variable montre que Y admet la densité

fY (y) = fX(log y)|g′(y)| = λ

y1+λ
1{y>1}

(loi dite de Pareto).

2. Sn suit une loi Gamma de paramètres n, λ.

3. On a

E
(
euX1

)
=

∫ ∞
0

eux λ e−λx dx =
λ

λ− u
pour tout u < λ. Par conséquent,

fn(u) = E
(
euSn

)
= E

(
euX1

)
. . .E

(
euXn

)
=

(
λ

λ− u

)n
.

4. On trouve

f ′n(u) =
nλn

(λ− u)n+1
puis f (k)n (u) =

n(n+ 1) . . . (n+ k − 1)λn

(λ− u)n+k

pour tout k > 1.

5. Comme
∑

k>0
1
k!u

kE (Skn) = E (euSn) =
∑

k>0
1
k!f

(k)
n (0)uk pour tout u < λ, on a

E (Skn) = f (k)n (0) =
n(n+ 1) . . . (n+ k − 1)

λk
=

1

λk
Γ(n+ k)

Γ(n)
.

Problème 4

1. Comme montré au cours, l’estimateur du maximum de vraisemblance est égal à la
moyenne empirique, θ̂ = 1

n

∑n
i=1Xi. Il est donc non biaisé et consistant.

2. L’intervalle de confiance est donné par

I =

[
θ̂ −

√
θ̂(1− θ̂)

n
cβ, θ̂ +

√
θ̂(1− θ̂)

n
cβ

]

avec cβ = Φ−1(1+β2 ) ' 1.96 pour β = 0.95.

3. (a) On a θ̂ = 0.48 et n = 1000, ce qui donne I = [0.449, 0.511].

(b) Pour que I ait une largeur de 0.02, il faut que n = θ̂(1− θ̂)c2β(0.01)−2 ' 9589.

(c) On prend comme région de rejet R = {θ̂ < θ0} avec θ0 tel que

supθ>1/2 P θ(R) = P 1/2(R) = 0.05.

Le TCL fournit θ0 ' 1
2 − 1.96 ·

√
0.25/1000 ' 0.469.

On rejette H0 s’il y a moins de 469 opinions A.
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