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Série 2. Simulation de variables aléatoires

Rappels de théorie

Proposition 1. Soit F' la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle. Si U
est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] et

F~(y) =inf{x e R: F(z) >y},
alors F~(U) admet F' comme fonction de répartition.

Proposition 2. Si la fonction de répartition I' d’une variable aléatoire réelle X est
continue, alors F(X) suit la loi uniforme sur [0, 1].

Exercices
Exercice 1. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Déterminer une
fonction G : [0,1] — R telle que G(U) admette les lois suivantes:

1. Loi exponentielle de parametre A\ > 0.

2. Loi de Cauchy, de densité 1/(m(1 + z2)).

3. Loi de Rayleigh, de densité ze="/2 L{z>0-

4. Loi de Pareto de densité az™* 11g,-1y, a > 0.

Exercice 2. Soit 1 = p1d1 + -+ + prdr une loi de probabilité sur {1,...,k}. Montrer
que la variable aléatoire

X = Luep) + 2 pi<u<prape} T F kl{p1+~~~+pk71<U<1}
a pour loi p si U suit la loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 3. Si X suit une loi exponentielle de parametre )\, quelle est la loi de la par-
tie entiere | X | de X? En déduire un algorithme permettant de simuler une variable
de loi géométrique a partir d’une variable U de loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 4. Soit (T});>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de
parametre A > 0. On pose Sy = 0 et, pour tout n > 1,

Enfin, on définit
o
N=Y Lsey-
k=1

1. Quelle est la loi de S,,? Donner sa densité.
2. Montrer que pour tout n > 0, {S, <1} = {N > n}.
3. Calculer P{N = n} pour tout n > 0. Quelle est la loi de N?

Exercice 5. Soit B,4(0, 1) la boule unité dans R4 (pour la norme euclidienne). On note
V4 son volume.
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1. Proposer un algorithme fournissant une variable aléatoire de loi uniforme sur
B4(0,1) a partir d'une suite i.i.d. de variables uniformes sur [—1, 1].

2. Soit N le nombre d’itérations nécessaires pour simuler une telle variable. Quelle
est I’espérance de N? Quelle est sa loi?

3. Dans le cas d = 2, proposer un algorithme permettant d’estimer 7.

4. A partir de l'algorithme du point 1., construire un algorithme simulant une vari-
able aléatoire de loi uniforme sur la sphére unité dans R%.

5. Soient Yi,...,Y; des variables i.i.d. de loi N(0,1). Montrer que la loi de ¥ =
(Y1,...,Yy) est invariante par rotation (Y et OY ont méme loi pour toute matrice
orthogonale O). En déduire la loi de Y/||Yz2||.

Exercice 6 (Algorithme de Box-Miller). Montrer que si U et V sont deux variables
aléatoires indépendantes de lois respectives exponentielle de parameétre 1/2 et uni-
forme sur [0, 1], alors

X = VU cos(27V) ,
Y = VUsin(27V)
sont indépendantes de méme loi N(0, 1).
Exercice 7 (Algorithme polaire-rejet). Soient ((Uy, V;,))nen- des variables i.i.d. de loi

uniforme sur [—1,1]. On note T = inf{n > 1: U2 + V2 < 1} et R? = U2 + V2. Montrer
que les variables aléatoires

X = /—2log(RY)/R2 Uy ,
Y = \/—2log(R2)/R2 Vi

sont indépendantes de méme loi N (0, 1).

Exercice 8 (Decomposition de Cholesky). Soit X = (X,..., X) un vecteur Gaussien
et I' sa matrice de covariance.

1. Montrer que I" est symétrique, (semi-définie) positive.

2. Quelle contrainte sur les coefficients de I suit de 'inégalité de Cauchy-Schwarz?

3. Montrer que toute matrice I' symétrique (semi-définie) positive peut s’écrire sous
la forme I' = AA”T avec A triangulaire inférieure. Montrer que A est inversible si
et seulement si I" est définie positive.

4. Soit Y un vecteur Gaussien de matrice de covariance I; (matrice identité de taille
d). Quelle est la loi de AY + m?

Exercice 9. On observe une suite de variables aléatoire i.i.d. X1,..., X, de loi
pN(a,1) + (1 = p)N(—a,1)

aveca>0et0<p<1.

1. Esquisser la densité de X;.
2. Calculer E(X;) et E(X?).

3. Proposer une méthode permettant d’estimer ces deux moments a partirde X1,..., X,

et en déduire des estimateurs des parametres «a et p.



