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7.1. Inégalités

Proposition (Inégalité de Markov)

Soit X une variable aléatoire a valeurs positives, d'espérance �nie.

Alors, pour tout a > 0,

P(X > a) ≤ 1

a
E(X )

Proposition (Inégalité de Bienaymé�Tchebychev)

Soit X une variable aléatoire réelle, admettant une variance �nie σ2.
Alors, pour tout a > 0,

P(|X − E(X )| > a) ≤ σ2

a2
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7.2. La loi des grands nombres

Théorème (Loi faible des grands nombres)

On se donne une suite de variables aléatoires X1,X2, . . . , non corrélées

(c'est-à-dire que Cov(Xi ,Xj) = 0 dès que i ̸= j). On suppose que les Xi

ont tous la même espérance �nie µ et la même variance �nie σ2.

Pour tout n > 0, on pose

Sn =
n∑

i=1

Xi

Alors, pour tout ε > 0,

lim
n→∞

P
{∣∣∣∣Snn − µ

∣∣∣∣ > ε

}
= 0
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7.3. Autres théorèmes limites (hors programme)

Théorème limite central

Soit X1,X2, . . . une suite de variables aléatoires indépendantes, de même

loi. On suppose que l'espérance commune µ des Xi est �nie, et que la

variance comune σ2 des Xi est �nie.

Pour tout n > 0, on pose

Sn =
n∑

i=1

Xi , Ŝn =
Sn − nµ√

nσ2

Alors, pour tout choix de −∞ ≤ a < b ≤ ∞,

lim
n→∞

P
{
a ≤ Ŝn ≤ b

}
=

∫ b

a

e−x2/2

√
2π

dx
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−3σ −2σ 2σ 3σ−σ σa b Ŝn

Probabilité

Aire entre a et b

= Prob(a < Ŝn < b)

Aire totale

sous la courbe = 1
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Proposition

On suppose que Sn suit une loi binômiale de paramètres n et 1

2
.

Alors pour tout t ∈ [0, 1
2
], on a

P
{∣∣∣∣Snn − 1

2

∣∣∣∣ > t

}
≤ 2 e−nI (t)

où

I (t) =

(
1

2
+ t

)
ln(1+ 2t) +

(
1

2
− t

)
ln(1− 2t)
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0.5−0.5

0.5

t

I (t)
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