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6.1. Dé�nition et propriétés

Dé�nition

Soit X une variable aléatoire telle que∑
x∈X (Ω)

|x |P{X = x} < ∞

Alors son espérance est dé�nie par

E(X ) =
∑

x∈X (Ω)

x P{X = x}

Remarques :

▷ Si Ω est �ni, la condition est toujours véri�ée.

▷ Pour une fonction φ : R → R, on dé�nit

E(φ(X )) =
∑

x∈X (Ω)

φ(x)P{X = x}

pourvu que la série converge absolument si Ω est in�ni.
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Proposition

Si l'espérance existe, alors

E(X ) =
∑
ω∈Ω

X (ω)p(ω)

Proposition (linéarité de l'espérance)

Soient X1, . . . ,Xn des variables aléatoires dont l'espérance existe, et

a1, . . . , an des nombres réels. Alors l'espérance de a1X1 + · · ·+ anXn

existe, et vaut

E(a1X1 + · · ·+ anXn) = a1E(X1) + · · ·+ anE(Xn)
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6.2. Espérances des lois usuelles

Paramètres q ∈ [0, 1]

, n ∈ N∗ = {1, 2, . . . } , λ > 0

Loi P{X = k} E(X )

Bernoulli

{
1− q si k = 0

q si k = 1

q

Uniforme
1

n
, k ∈ {1, . . . , n} n + 1

2

Binomiale

(
n

k

)
qk(1− q)n−k , k ∈ {0, . . . , n} nq

Géométrique (1− q)k−1q, k ∈ N∗ 1

q

Poisson e−λ λk

k!
, k ∈ N λ
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6.3. Variance

Dé�nition

Soit X une variable aléatoire dont l'espérance existe. Alors sa variance est

dé�nie par

Var(X ) = E
(
[X − E(X )]2

)
=

∑
x∈X (Ω)

[x − E(X )]2 P{X = x}

si la somme converge (sinon, on dit que la variance est in�nie).

On appelle écart-type de X la quantité σ(X ) =
√

Var(X ).

Proposition

1. Var(X ) ≥ 0 et Var(X ) = 0 ⇔ P{X = E(X )} = 1.

2. Var(X ) < ∞ ⇔ E(X 2) < ∞.

3. Si Var(X ) < ∞ alors Var(X ) = E(X 2)− E(X )2.

4. Pour a, b ∈ R, Var(a+ bX ) = b2 Var(X ).

5. Si Var(X ) < ∞ et Var(Y ) < ∞ alors Var(X + Y ) < ∞.
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6.4. Variances des lois usuelles

Paramètres q ∈ [0, 1]

, n ∈ N∗ = {1, 2, . . . } , λ > 0

Loi P{X = k} Var(X )

Bernoulli

{
1− q si k = 0

q si k = 1

q(1− q)

Uniforme
1

n
, k ∈ {1, . . . , n} n2 − 1

12

Binomiale

(
n

k

)
qk(1− q)n−k , k ∈ {0, . . . , n} nq(1− q)

Géométrique (1− q)k−1q, k ∈ N∗ 1− q

q2

Poisson e−λ λk

k!
, k ∈ N λ
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6.5. Covariance

Dé�nition

On appelle covariance de deux variables aléatoires X et Y la quantité

Cov(X ,Y ) = E
(
[X − E(X )][Y − E(Y )]

)
= E(XY )− E(X )E(Y )

Proposition

▷ Cov(X ,Y ) = Cov(Y ,X ).

▷ Bilinéarité: Pour a, b ∈ R, Cov(aX , bY ) = ab Cov(X ,Y ) et
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Proposition

Si Var(X ) et Var(Y ) sont �nies, alors Cov(X ,Y ) est �nie et

|Cov(X ,Y )| ≤ σ(X )σ(Y ) =
√
Var(X ) Var(Y )

La quantité

ρ(X ,Y ) =
Cov(X ,Y )

σ(X )σ(Y )
∈ [−1, 1]

s'appelle le coe�cient de corrélation de X et Y .

Proposition

Si X et Y sont indépendantes, et que leur espérance existe, alors elles sont

non corrélées, c-à-d ρ(X ,Y ) = 0.

La réciproque est fausse.

Conséquence : Si X et Y sont indépendantes, alors

Var(X + Y ) = Var(X ) + Var(Y ).

Chapitre 6. Espérance 2023�2024 7/7



Proposition

Si Var(X ) et Var(Y ) sont �nies, alors Cov(X ,Y ) est �nie et

|Cov(X ,Y )| ≤ σ(X )σ(Y ) =
√
Var(X ) Var(Y )

La quantité

ρ(X ,Y ) =
Cov(X ,Y )

σ(X )σ(Y )
∈ [−1, 1]

s'appelle le coe�cient de corrélation de X et Y .

Proposition

Si X et Y sont indépendantes, et que leur espérance existe, alors elles sont

non corrélées, c-à-d ρ(X ,Y ) = 0.

La réciproque est fausse.

Conséquence : Si X et Y sont indépendantes, alors

Var(X + Y ) = Var(X ) + Var(Y ).

Chapitre 6. Espérance 2023�2024 7/7



Proposition

Si Var(X ) et Var(Y ) sont �nies, alors Cov(X ,Y ) est �nie et

|Cov(X ,Y )| ≤ σ(X )σ(Y ) =
√
Var(X ) Var(Y )

La quantité

ρ(X ,Y ) =
Cov(X ,Y )

σ(X )σ(Y )
∈ [−1, 1]

s'appelle le coe�cient de corrélation de X et Y .

Proposition

Si X et Y sont indépendantes, et que leur espérance existe, alors elles sont

non corrélées, c-à-d ρ(X ,Y ) = 0.

La réciproque est fausse.

Conséquence : Si X et Y sont indépendantes, alors

Var(X + Y ) = Var(X ) + Var(Y ).

Chapitre 6. Espérance 2023�2024 7/7



Proposition

Si Var(X ) et Var(Y ) sont �nies, alors Cov(X ,Y ) est �nie et

|Cov(X ,Y )| ≤ σ(X )σ(Y ) =
√
Var(X ) Var(Y )

La quantité

ρ(X ,Y ) =
Cov(X ,Y )

σ(X )σ(Y )
∈ [−1, 1]

s'appelle le coe�cient de corrélation de X et Y .

Proposition

Si X et Y sont indépendantes, et que leur espérance existe, alors elles sont

non corrélées, c-à-d ρ(X ,Y ) = 0.

La réciproque est fausse.

Conséquence : Si X et Y sont indépendantes, alors

Var(X + Y ) = Var(X ) + Var(Y ).

Chapitre 6. Espérance 2023�2024 7/7



Proposition

Si Var(X ) et Var(Y ) sont �nies, alors Cov(X ,Y ) est �nie et

|Cov(X ,Y )| ≤ σ(X )σ(Y ) =
√
Var(X ) Var(Y )

La quantité

ρ(X ,Y ) =
Cov(X ,Y )

σ(X )σ(Y )
∈ [−1, 1]

s'appelle le coe�cient de corrélation de X et Y .

Proposition

Si X et Y sont indépendantes, et que leur espérance existe, alors elles sont

non corrélées, c-à-d ρ(X ,Y ) = 0.

La réciproque est fausse.

Conséquence : Si X et Y sont indépendantes, alors

Var(X + Y ) = Var(X ) + Var(Y ).

Chapitre 6. Espérance 2023�2024 7/7


